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1 Introduction

On constate sur le marché un resserement du spread bid ask des produits
deérivés dont la convexité n’est pas constante (exemple : call spread). Faire le
prix de tels produits, en considérant que la convexité est additive aboutit a
des incohérences sur le marché. I’objectif de cet article est donc d’apporter
une méthode de pricing et de couverture d’un portefeuille de produits dérivés
de fagon & tenir compte de la convexité globale. On rappellera le lien entre
convexité et couverture d'un produit dérivé dans la présentation.



Cette étude se place dans le cadre suivant : on considére que la volatilité
est inconnue, mais déterministe et qu’elle est comprise entre deux bornes,
données par le marché. Afin de faire le lien entre la couverture et la convexité
d’un produit dérivé.

Dans cette présentation les résultats théoriques seront illustrés par des
exemples sur des stratégies call spread et butterfly, anisi que sur des options
a barriéres.

2 La formule de Black et Scholes

On rappelle ici briévement les hypothése du modeéle d’évaluation des op-
tions de Black et Scholes. Le modéle fait des hypothéses sur la volatilité du
sous-jacent, notamment cette volatilité est constante et connue avec certi-
tude

dSt = TStdt+UStth
So = s

Sous ces hypothéses le prix d’une option européenne est donné par ’es-
pérance mathématique suivante

C(s,k,T)=F [e_rT (St —k)" || So= s
pour laquelle il existe une solution explicite

C(s,k,T) = sN(di)—ke "N (do)

In £+ (r—l—";) T
oV T

g+ (r—%)7
o/T

On sait en plus qu’il est possible de couvrir cette option avec une stratégie
en delta en temps continu

d =

dy =

A(t) = N(d)

3 Incertitude sur la volatilité

Ces hypothéses sont assez fortes, ici on suppose par contre la volatilité
déterministe, mais pas connue avec certitude : elle peut se balader entre
deux bornes o et o~ pour toute la durée de vie de I'option.



3.1 Modéles uilisés

Avant d’analyser le cas ou la volatilité peut étre limitée entre deux
bornes, on étudie le comportement du modele de Black et Scholes lorsqu’on
fait des hypothéses fausses sur la volatilité.

Vrai modéle La dynamique du sous-jacent est reglée par I’équation dif-
férentielle stochastique

dSt = TStdt + Utstdm
Sy = s

Modeéle utilisé Le modele utilisé pour le pricing et le hedging est
sy = rSydt+~(t,S])S]dW,

v
Sg = s

ou la seule différence est la volatilité (¢, S7) au lieu de o.
On veut calculer le prix d’'une option dont le payoff est & (e)
— la vraie valeur de cette option est p” (s) = E [e_TTh (S7) || So = s]
— lavaleur calculée avecle faux modele est p7 (s) = E [e7"Th (S}) || S§ = s]

3.1.1 Hypotheéses

On fait sur h ’hypothése de convexité suivante

— h(e) est une fonction convexe sur (0,+00) avec des dérivées gauches
et droites bornées

W (z+) <C

On remarque tout de suite que cette hypothése est satisfaite par le payoff
d’un call ou d'un put

~h(x)=(x—k)"
~h(z)=(k—x)"

mais ce n’est pas le cas d'un call spread

CS (ki ks) = Call (k1) — Call (k)
ki < ko

ou d’un butterfly

B(ki,ks) = Call (k) — 2Call (@) + Call (k2)

ki < ko



3.1.2 Stragtégie de couverture

Le but de celui qui a vendu (ou acheté) I’option est de se couvrir avec
un portefeuille (ITa (t)) autofinancant, qui promet a la date T exactement
la valeur du payoff, pout toute évolution du prix du sous-jacent.

Dans le portefeuille il y a deux composantes

— A (t) actions (le sous-jacent)

— le reste est investi & un taux fixe connu r
Le portefeuille suit une dynamique de diffusion[NEKS98]
dlIan (t) = r[IIa () — A(t) S dt + A (t) dSt
A (0) = »
On peut aisément justifier cette dynamique

— IIa (t) — A(t) St est la somme investie au taux 7, qui suit une dyna-
mique déterministe

de = rxdt
r(t) = z(0)e"

— A (t) est le nombre d’actions dans le portefeuille qui évoluent selon la
dynamique du sous-jacent

Theoréme 1 On sait (et c’est le résultat pricipal de Black et Scholes) que
st on choisit

alors
A (T) = (57)

C’est a dire, la stratégie en delta couvre l'option.

3.2 Mauvaise spécification du modéle

La question la plus intéressente est : qu’est-ce qui se passe si on couvre
Doption avec la stratégie

A (1) = 597 (3

ou p; est le prix calculé avec une voltilité + ?



Le portefeuille de couverture IIa~ (¢) évolue selon

dlia~ (t) = r[Hay (¢) — A7 (¢) Se]dt + AV (t) dSe
= rllay () dt + A7 (t) [dSe — 7Sidt)
= THA’Y (t) dt + O'tStA’Y (t) dVVt

ou on utilise o, parce qu’il s’agit de la wvraie dynamique du portefeuille.
Le faux prix de I'option p; (S;) est solution de PEDP de Black et Scholes

0 0 1 o2
7Pt &)+ 5o (8) s + 57wt (8) Y (t,s)s* = rpl(s)

pr(s) = h(s)

ou il faut remarquer qu’'on a utilisé la volatilité v (t, s). Ce prix suit une
EDS

0 0 1 92
dp{ (S¢) = @pz (St)dt+%p?(5t)d3t+§@p? (St) (dS, dS),
a Y 8 9 182 Y 22
= b (St) +gpt (S¢) 7S +5@pt (St) oSy | dt

0
+%PZ (St) oS dWy

. ~ 1 b2 107 4 2 2
= rpf (St) +§@pt (St) opSi — 5@1015 (St)V (ta St) S | dt

0
—l—%p? (St) oeSdWs

ot, encore une fois, la volatilité du sous-jacent est oy.
L’erreur commise e; = IIay (£) — p; (S;) suit la dynamique

det = dHA’Y (t) - dp;l (St)
0
= 7’[6,3 —I—pz (St)] dt —|—Ep’y (St)UtStth —dp;y (St)

]
107 102
= redt — E@pz (St) U?Sf — Eﬁpz (St) 72 (t,St) S% dt
_ 1 82 Y 2 2 2
= retdt+5@pt (St) S; [7 (t,St) —at] dt
eo = 0

Comme la valeur initiale est nulle, si le terme %%Zp? (Se) S2 [* (¢, 5:) — o]

est toujours positif, alors erreur croit et IIay (t) = pf (St), on a donc une
superstratégie.

Il y a 2 termes, le premier %pg (S;) représente la convexité du prix de
loption, ce n'est pas la convexité du payoff, mais il existe un théoréme qui,
sous certaines hypothéses permet de considerer le payoff au lieu du prix.



Theoréme 2 Si la fonction de wvolatilité est assez réguliére et que le taux
d’intérét est déterministe, alors un payoff convexe entraine une fonction de
prix convexe.

Pour un call ou un put on a donc %pz (s) = 0.

Il ne nous reste qu’analyser le choix de la fonction de volatilité utilisée
pour le pricing et le hedging.

Theoréme 3 Sioy <y (t,S:) sur(0,T] alors
Ha~ (T) = h(ST)

Siop >v(t,S;) sur(0,T] alors
Ha~ (T) < h(ST)

Dans ce théoréme on avait fait ’hypothése de convexité du payoff, on
pourrait relaxer cette hypothése

Corollaire 4 Pour un payoff quelconque h (o), si

o
59 () [ (9) = 0] 20

sur [0,T] x Ry, alors
Lay (T) 2 h(St)

Ce résultat affirme que si pour le calcul de la stratégie de couverture, on
choisit une fonction de volatilité qui est plus grande que la vraie volatilité 1a
ou le payoff est convere, et qui est plus petite ou le payoff est concave, on a

HA’Y (T) 2 h(ST)

3.2.1 Convexité et bid/ask

On a dit que avec un payoff convexe, si on utilise une volatilité plus
grande que la volatilité du sous-jacent, on obtient une surstratégie : c’est le
cas de la vente d’une option. La P&L finale est

P&L =Tia~ (T) — h (St)

et on veut bien que ce soit positif.

Donc pour calculer le prix de vente on considére le payoff h (o), pour le
prix d’achat, il faut par contre considerer —h (e).

Pour un call standard, comme le payoff est convexe, pour I’achat il faut
que ot <y (t,St), pour la vente oy = 7 (t,St).



4 Hedging

Afin de couvrir un produit dérivé, les traders achétent ou vendent le
sous-jacent du produit dérivé de fagon & étre insensible & des variations de
marché, on dit que le portefeuille est delta hedgé. La sensibilté du delta
est mesuré par la convexité du portefeuille, c’est & dire le gamma. Plus
le gamma est important plus le prtefeuille nécessite d’étre re-hedgé, ou en
d’autre terme, plus l'erreur de couverture est importante. Afin de réduire
lerreur de couverture et donc le prix du produit dérivé, il faut réduire le
gamma du portefeuille en diversifiant la convexité. La couverture d’un tel
portefeuille peut étre optimisée en considérant une gestion globale de la
convexité plutot qu’une gestion additive. Afin d’illustrer cette proposition
on étudiera les deux méthodes de gestion sur un portefeuille constitué d’une
option butterfly.

Avec le dernier corollaire on peut analyser le cas de la volatilité déter-
ministe, inconnue, mais limitée entre deux bornes

ot

Z 0t =20
vVt €

[0,7]

On étudie le comportement d’un trader qui se propose d’acheter ou
vendre (indifféremment) une option butterfly avec strikes kq et ko

B (k1, kz) = Call (k1) — 2Call (@) + Call (k)

Le but de ce trader et de minimiser 1’écart entre le prix de vente et le
prix d’achat du butterfly tout en garantissant la couverture.

On rappelle le résultat pricipal de la section précédente pour le cas des
calls standards, avec les bornes pour la volatilité

— prix d’achat calculé avec o~

— prix de vente avec ot

4.1 Meéthode naive

Dans cette premiére méthode on couvre une option & la fois.

Prix d’achat Acheter le butterfly signifie acheter les options avec strike
k1 et ko et vendre celle dont le strike est ﬁ‘iz—kz En utilisant les résultats
précédents on choisit la volatilité o~ pour les options achetées et o pour
celle qu’on doit vendre

k1+ ko
2

Bt (ky, ko) = Call (kv,0) — 2Call ( : 0+) + Call (kz,07)



Prix de vente De méme pour le prix de vente : ¢~ pour les options
achetées et ot pour celle qu'on doit vendre :

k1+ ko
2

B (ky, ko) = Clall (k1,0+) —2Call ( ,a_> +Call (k2,0+)
On pourrait expliquer cette stratégie d’une fagon naive : on choisit un
prix cher pour les options qu’on vend, et un prix faible lorsqu’on achéte.

4.2 Hedge du portefeuille

On pourrait par contre considerer le butterfly comme un seul produit et
essayer de le hedger d’une fagon unique : le payoff du butterfly est

h(s) = (s — k)" — <5—¥)++(8—k2)+

qui n’est ni convexe ni concave. On ne peut pas savoir & priori quelle est la
volatilité qu’il faut utiliser : on ne peut pas la choisir selon la convexité de
h (), on doit résoudre 'EDP d’évaluation|AL99)

rpe(s) = % (s)+%pt(s)rs+%%pt(s)’y?(t,s)32

ot -&pt (s) =0
t,s) = 0g?
7 (&) { o~ b%pt (s) <0

avec la condition finale pr (s) = h (s) pour le prix de vente et pr (s) = —h (s)
pour le prix d’achat.

4.2.1 Transformation de 'EDP

Pour résoudre ’'EDP d’évaluation avec incertitude sur la volatilité, on a
utilisé un Y¥-schéma implicite[Sul] sur une simple transformation du modéle.
Comme I’équation n’est pas uniformement elliptique, on introduit la nouvelle
variable

r = Ins
u(t,z) = p(e)
pe(s) = wu(t,Ins)

avec laquelle ’EDP devient

[
0 0 1, 162 9 B
atu(t,lns)—i— 6Su(t,lns) T3 (t,s) +2632u(t,lns)'y (t,s) = ru(t,Ins)
s > 0



donc

0 3, 19, o 1 9 o
Eu(t,x)—l-%u(t,x) r—sv (t,e") +§Wu(t,a:)7 (t,e®) = ru(t,x)

et la condition sur la convexité de p; (o) devient

9? 10 1 0°
5Pt (s) = —S—QE%u (t,Ins) + ekl (t,Ins)
_ L2 tms) - ZLums)
= = Foultlns)——u(tlns
o2 - 1 0?2
ﬁpt(e) = eT:n ﬁu(t,x)—%u(t,x)}
V(tx) = ot %u(t,x)—%u(t,m)}O
07 Zu(t,z) —Fu(t,z) <0

La nouvelle EDP est elliptique, cela nous permet d’utiliser des schémas
plus stables et qui convergent plus rapidement.

4.2.2 Discrétisation de ’'EDP

Pour la discrétisation de P’EDP on a choisi le pas en temps h et en espace

A
u(t+h,x)—ut,x)

+ Au(t,z) —ru(t,z) =0

ou 'opérateur A vaut

u(t,x+ A) —u(t,z— A) -

Au(t,x) = oA 7’—%’72(t7$) +
lu(t,z+A)—2u(t,x) +u(t,x — A
5 ( ) 22 ) ( )72({;,17)

On a choisi une approzimation centrée de la dérivée premiére parce que
I'équation est uniformement elliptique (le coefficient v2 (t,2) est toujours
positif).

Comme la variable = peut se balader dans tout R il faut borner le do-
maine [g, d] et choisir des conditions aux frontiéres g et d

u(tag) =0
wit,d) = h(e)

les valeurs g et d étant tellement loin de la monnaie qu’il n y a plus d’op-
tionnalité.



1l s’agit donc de résoudre un systéme linéaire Bx = C' o1 le vecteur des
inconnues est

u(t, zg)
r=1| u(t,z)

u (t,ZENz)

La matrice B est tridiagonale et vaut

10
a b ¢
B =
a b ¢
01
avec
]
2A A 2
2
R R
0 A
h 2 2
c = —— l+r—l
2A A 2
Le vecteur C vaut
u(t+ h, xo)

x=| u(t+ h,x;)

u(t+h,zN,)

On obtient le prix de Poption (c’est a dire la valeur u (0,1n.Sy)) avec la
rétro-propagation du vecteur (u (7} z;)),_ n, de T jusqu’a 0 en résolvant
a chaque pas le systéme linéaire. Ce systéme, étant tridiagonal, peut étre
résolu avec des méthodes numériques tres efficaces[nri].

4.2.3 Comparaison des méthodes de hedging

On veut analyser le hedging du portefeuille dans le cas o on calcule le
prix avec la méthode globale et les deltas de couverture avec la méthode
naive. On suppose qu'il 7'y a pas de tauz d’intérét (r = 0), et qu'on veut
couvrir la vente d'un call spread.

10



Le delta de couverture est basé sur les deltas des deux calls qui composent
le call spread

P b0 _
(t) :@Pt (Stakbg )—@Pt (St,kma )

La valeur initiale du portefeuille est par contre donnée par p (St, k1, k2)
solution de 'EDP

0

1
9 v =27 (5) 2 2 _
8tpt (S) + 28 t (S)’Y (t7s)s 0

2
—k)T = (s—ka)" = pp(s)

Le portefeuille de couverture évolue selon 'EDS

A

dil; = oSiA(t)dWV;
Iy = pg (507 kla kZ)
On sait que la stratégie de couverture A (t) permet de surcouvrir le call

spread en partant de la valeur initiale py (So,k1,0") —po (So, k2,07), mais
on sait que

Py (So, k1, k2) < po (So, k1, 0™) = po (S, k2,07)

Le probléme est : est-qu’on arrive a couvrir quand méme le produit ?
L’analyse de la trcaking error e; = IT; — p] (St, k1, k2) nous donne

0
102 0

dey = 5o=5p] (Sp) S7 [v* — of] dt + 04S¢ A(t) = 5=pi (St) | dWe

€y = O

Comme pour le cas précédent, il y a le terme 3 852 “5p] (Se) S [v2— oF] dt
et on sait qu’il est toujours positif; il y a par contre un nouveau terme
0

0
O'tSt A (t) —&pz (St):| th

qui ne serait pas la si on avait choisi une couverture correcte (c’est a dire
hedging et pricing basés sur la méme méthode).
La solution de 'EDS est

T g2 T 0
€T:§/ He2Pt 7 (Se) S [7 _Ut]dt+/ oeSt A(t)_a_pZ(St) aWe
0 0 °

dont & priori on ne connait pas le signe.

11
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F1a. 1: Call spread : bid/ask

4.2.4 Analyse graphique

Sur chaque graphique est représenté le payoff de I'option ainsi que son
spread bid ask dans le cas ou la convexité est gérée de fagon additive (cas
1) et dans le cas ou la convexité est gérée de fagon globale (cas 2).

Call spread On considére le call spread 100/120 maturité 1 an avec les
bornes de volatilité 15%/35% (fig. 1). Dans le cas additif on constate que
le spread bid ask est grand et que les prix sont incohérents. En effet pour
un niveau de spot compris entre 120 et 150 le prix est supérieur au niveau
de gain mazimal attentu, personne ne sera acheteur. En revenche pour un
spot inférieur & 100 le prix est mégatif, personne ne sera vendeur. Dans le cas
d’une gestion globale de la convexité on constate un resserement du spread
bid ask et les prix sont cohérents.

Butterfly Les mémes remarques peuvent étre faites dans le cas d’une stra-
tégie butterfly 90/100/110 (fig. 2)

On considére maintenant 1’évolution marked to market du portefeuille
(fig. 3-4) ainsi que P'évolution de la couverture, la fréquence de rehedging
est de 10 par journée. Le graphique met en évidence que la stratégie de
couverture naive donne un prix supérieur et surcouvre le portefeuille : c’est
une stratégie de surcouverture (elle arrive a surcouvrir grace au priz de
vente trés élevé). En revenche utilisant la stratégie de couverture globale

12
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Fic. 2: Butterfly : Bid/Ask

on constate qu’on couvre en permanance le portefeuille sans pour autant le
surcouvrir.
Les trois stratégies sont (fig. 3-4)

1. méthode globale & partire du prix gobal : surcouverture

2. méthode naive a partir du prix global : la valeur initiale du portefeuille
est trop faible pour assurer une couverture

3. méthode naive & partir du prix naive : la surcouverture est assurée
grace au prix initial double que le prix globale

4.3 Le cas d’un call avec barriére

On peut essayer d’utiliser la méme méthode pour le cas d'un call avec
barriére upésout, dont le vrai prix

a(s) = BEle” T (Sp— k) Ty om |15, =5
¢ = inf{u>t:8, >0}

satisfait 'EDP

13
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0 0
rze(s) = el ¢ (s) + T2t (s)rs 5524 (s) o2s?
0

2
s € [0,8],t€[0,T]
zr(s) = (s— k:)
z(B) = 0

Comme d’habitude, on n’a pas accés a la vraie volatilité pour le pricing,
main on dispose uniquement des bornes supérieure et inférieure ; on choisit
donc une volatilité en fonction de la convexité du prix

Ty = o Fl(920
’ o~ 852zt()<0

La stratégie de couverture est basée sur le delta du prix avec barriere

0
A(t)==—2(S
( ) Os t ( t)
Cette strategie n’est pas continue parce que le prix n’est pas dérivable
a la barriére, mais on essaye quand méme de continuer l'analyse. Il faut
souligner aussi que le hedging s’arréte si le sous-jacent dépasse la barriére,
et depuis on utilise une stratégie delta-nulle

A(t) = 0OVt =19

My = I, 7=
La dynamique de 2z est
0 0 1 5
dz (S) =~ @t'z [ (Se)dt + == 55 2] (Sp) dS; + 592 [ (S) (dS, dS),
0 0 1 62
~ ol (S) 522 () 7S+ 557 (S1) ?Sf} dt
0
—|—£zz (St) o1 S dWy

10 9 1 22
~ | rz (S) - ER —2] (S)7* (t, 51) S7 ) Tjs,<p + 552 2 (St) oySi| dt

0
+%Z? (St) O'tStth

mais on peut enlever 'indicatrice Z(g, <) parce que si S; > 3 la fonction de
prix est nulle et donc

2
7 (5) =527 (5) =

15



La tracking error est donc la méme que pour le cas sans barriére

2

regdt + la_zg (Sy) S? [’72 (t,5¢) — 0%] dt >0

dey 2 Os?

6():0

Q

Avec les simplifications faites, on peut conclure que méme pour une
barriére, la strategie de pricing et de hedging basée sur une volatilité qui
change avec la convexité du payoff, permet de couvrir la vente ou I’achat
d’une option.

Si on couvrait le call barriére avec la stratégie en delta d’un call standard
(A(t)), dans la dynamique de la tracking error il faudrait rajouter le terme

0
JtSt A (t) — gzz (St) th

qui, prés de la barriére n’est pas négligeable.

4.3.1 Analyse graphique

On consideére le upéout call barriere & 130. On observe bien un change-
ment de convexité a ’approche de la barriére. Il est certain que le trader qui
vend 'option est soumis & un risque de gamma important. En effet lorsque
le sous-jacent est proche de la barriére, le trader doit vendre le sous-jacent
pour se couvrir (et le gamma est important) et le racheter si la barriére est
atteinte. Il est donc soumis & un risque de mouvement de marché a la hausse.

On peut voir (fig. 5) que les prix d’achat et de vente avec barriére sont
trés proches des prix standard pour une faible valeur du sous-jacent, prés de
la barriére par contre on remarque un changement de convexité.

On considére maintenant le hedging d'un call upéfout dans les deux cas
suivants

— barriere touchée (1)

— barriére non touchée (2)

lorsque la dynamique du sous-jacent est laméme (fig. 6). On veut compa-
rer une stratégie basée sur le delta de 'option avec barriére et une stratégie
basée sur le delta de 'option standard.

Dans le premier cas le payoff final de 1'option est nul (fig. 7), la straté-
gie avec barriére termine avec une surcouverture ; la stratégie classique par
contre surcouvre beaucoup en terminant avec une P&L importante.

Ce n’est pas le cas lorsque le sous-jacent se rapproche de la barriére sans
jamais la dépasser (fig. 8) :

— la stratégie avec barriére est toujours une trés bonne couverture

— la stratégie classique termine avec une P&L negative.

On voit que les problémes commencent lorsqu’on se rapproche de la
barriére sans la dépasser, 1a ou les deux deltas sont trés différents.
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